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Uno  degli  aspetti  connessi  alla  modellista  del  fulmine  e,  di  conseguenza,  alla 
quantificazione delle sovratensioni indotte dal campo elettrico da esso irradiato sulle linee di 
trasmissione, è la valutazione dell’influenza della conducibilità finita del terreno. Un metodo 
tra i più diffusi per tenere conto (in maniera approssimata) di questo fattore nel calcolo della 
componente radiale Er del campo elettrico è la formula di Cooray-Rubinstein [1]:
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dove Hϕi ed Eri sono le componenti  azimutale  e radiale  dei campi magnetico ed elettrico, 
calcolate  in  condizioni  ideali,  cioè  considerando  il  terreno  conduttore  perfetto,  mentre 
l’impedenza superficiale Z(ω) vale:
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essendo σ, ε, μ0 e η rispettivamente conducibilità, costante dielettrica, permeabilità (assunta 
pari a quella del vuoto) ed impedenza caratteristica del terreno, ed avendo posto G /τ = ε σ .

Utilizzando un’approssimazione razionale (RA, Rational Approximation, [2]) per z(ω′): 
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(1) può essere approssimata come:
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avendo indicato con ECR il “termine correttivo” rispetto al campo ideale. La RA in (3) può 
essere calcolata grazie al Vector Fitting (VF) [2]; essa non dipende dai valori di σ ed ε, per cui 
i  relativi  coefficienti  valgono in  generale.  Riformulando  (1)  come in (4),  ECR può essere 
calcolato nel dominio del tempo in modo semplice ed efficiente mediante la teoria dei filtri 
digitali, utilizzando algoritmi basati sulla “recursive convolution” e facendo uso di tecniche di 
discretizzazione  quali  la  “zero-order  hold”  (zoh)  e  la  “first-order  hold”  (foh).  In  Fig.1  i 
risultati ottenuti con queste due discretizzazioni, a partire da un campionamento nel tempo del 
campo magnetico, sono confrontati con un calcolo eseguito applicando una FFT allo stesso 
set  di  valori,  moltiplicando il  risultato  per  Z(ω) e  applicando infine  una IFFT: il  metodo 
proposto  consente  una  riduzione  dei  tempi  di  calcolo  tra  uno e  due  ordini  di  grandezza. 
Nell’esempio,  la corrente alla  base del canale  i0(t) è data dalla  somma di due funzioni di 
Heidler, con parametri tipici di un “subsequent stroke” [3].

Un’altra possibile applicazione della RA in questo contesto è il calcolo di una espansione 
in serie di Prony per i0(t), a partire da note espressioni analitiche quali la citata funzione di 
Heidler,  oppure  da  misure  sia  effettuate  presso  torri  strumentate,  sia  riguardanti  fulmini 
“triggerati”. Una serie di Prony è una espressione del tipo:
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nella  quale  i  poli  pn ed  i  residui  rn possono  essere  reali  o  complessi  coniugati.  Questa 
interpolazione  per  i0(t)  può essere  ricavata  ancora  mediante  il  VF,  nella  sua  variante  nel 
dominio del tempo presentata in [4] e opportunamente adattata con l’aggiunta dei vincoli:
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per garantire che la corrente e la sua derivata prima siano nulle nell’origine.
Uno  dei  principali  vantaggi  derivanti  dall’utilizzo  di  questa  interpolazione  può  essere 

riscontrato nel calcolo delle componenti  del campo elettromagnetico irradiato dal fulmine: 
mediante  opportune  manipolazioni,  esse  possono  infatti  essere  espresse  come  somme  di 
integrali di convoluzione del tipo:
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dove g( )τ%  è una opportuna funzione e f(⋅) rappresenta i0, la sua derivata o il suo integrale; se 
queste funzioni sono espresse mediante serie di Prony, tali integrali possono essere calcolati 
in  modo semplice ed efficiente  mediante  le  già  citate  tecniche di recursive convolution e 
filtraggio digitale. In Fig.2 è riportato un esempio di interpolazione della espressione ottenuta 
dalla dalla somma di due funzioni di Heidler, menzionata in precedenza.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
x 10-6

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

Time [s]

C
R

 te
rm

 [V
/m

]

FFT-IFFT
RA, zoh
RA, foh

Figura 1- Termine di Cooray-Rubinstein: 50 m dal 
canale di scarica,  σ= 0.01 S, εr=10.
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Figura 2- Interpolazione di una corrente analitica.
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